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Найден интегрируемый дискретный аналог уравнения Цицейки в виде урав-
нения в частных разностях на квадратной решётке. Его высшей непрерыв-
ной симметрией является неоднородная цепочка типа Вольтерра–Нариты–
Богоявленского. Она определяет дискретизацию уравнения Савады–Котеры
(уравнение типа КдФ 5-го порядка). Интегрируемость этих дискретизаций
следует из конструкции представления Лакса. Геометрически, лаксово пред-
ставление интерпретируется как уравнения Гаусса для аффинных сфер. Вы-
ведены билинейные уравнения для τ -функции.



Уравнение Цицейки

Hxy = eH − e−2H

ã Приложения в дифференциальной геометрии

ã Спектральная задача 3-го порядка

ã Преобразование Бэклунда 2-го порядка

ã Высшая симметрия 5-го порядка связана с уравнением Савады–
Котеры

Uτ = Uxxxxx + 5UUxxx + 5UxUxx + 5U2Ux
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Известные дискретизации

ã Дискретизация Бобенко–Шифа (1999) содержит три переменные:

hh12(h1h2 − h1 − h2) + h12 + h− 1− AB

h
h1h2h12 = 0,

A2

A
=
h1
h
,

B1

B
=
h2
h
.

(BS)

ã Дискретизация при помощи преобразования Бэклунда (Шиф, 1996)
также содержит лишние переменные.

В нашей дискретизации будет только
четыре переменных на плакете:

Q(h, h1, h2, h12) = 0.

h = h(n1, n2), h1 = h(n1 + 1, n2), . . .
h h1

h2 h12



Цель доклада

Доказать интегрируемость дискретизаций:

Hxy = eH − e−2H (Tz)x
hh12(c−1h1h2 − h1 − h2) + h12 + h− c = 0 (dTz)

ut = u2(u11u1 − u1u11)− u(u1 − u1) (dSK)y
Uτ = Uxxxxx + 5UUxxx + 5UxUxx + 5U2Ux (SK)
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Непрерывный предел

ã (dTz) → (Tz), ε→ 0:

c = 1 + αε6, h(n1, n2) = 1 + βε2v(x, y), x = εn1, y = εn2.

Члены до ε5 сокращаются тождественно. При ε6 имеем уравнение

β2(vvxy − vxvy) = 2β3v3 − 2α.

Это (Tz) точностью до замены v = eH и растяжений (если c ≡ 1, то
α = 0 и получается уравнение Лиувилля).

ã (dSK) → (SK), ε→ 0:

u(n, t) =
1

3
+
ε2

9
U
(
x− 4

9
εt, τ +

2ε5

135
t
)
, x = εn.



Вырождение: уравнение Лиувилля

Уравнение (dTz) содержит неустранимый параметр c:

hh12(c−1h1h2 − h1 − h2) + h12 + h− c = 0.

Инвариантность относительно отражений

h→ −h, c→ −c и h(n1, n2)→ 1/h(−n1, n2), c→ c−1.

В неподвижных точках c = ±1 возникает вырождение

hh12(h1 − 1)(h2 − 1) = (h− 1)(h12 − 1). (dL)

Явное решение

h =
(a1 − b)(a− b2)

(a− b)(a1 − b2)
, a = a(n1), b = b(n2)

следует из линеаризующей подстановки

h =
τ1τ2
ττ12

: τ12 − τ1 − τ2 + τ = 0 −→ (dL).



Спектральная задача в непрерывном случае

Уравнения Гаусса для аффинных сфер ψ : R2 → R3 с индефинитной
метрикой Бляшке:

ψxx = Hxψx + λe−Hψy,

ψxy = eHψ,

ψyy = λ−1e−Hψx +Hyψy.

(1)

Геометрия:
1) x, y — асимптотические координаты (ψxx, ψyy лежат в касатель-
ной плоскости);
2) условие Цицейки: аффинные нормали ψxy проходят через начало
координат.

[7] C. Rogers, W.K. Schief. Bäcklund and Darboux transformations. Geometry and
modern applications in soliton theory. Cambridge UP, 2002.



Условия совместности (уравнения Майнарди–Кодацци) дают урав-
нение (Tz). Обозначив Ψ = (ψ,ψx, ψy)T , можно перейти к представле-
нию нулевой кривизны:

Ψx = UΨ, Ψy = VΨ ⇒ Uy − Vx = [V,U ],

U =

 0 1 0
0 Hx λe−H

eH 0 0

 , V =

 0 0 1
eH 0 0
0 λ−1e−H Hy

 .

Теперь перейдём к дискретизациям (BS) и (dTz). Для них линейная
задача

ψ11 = . . . , ψ12 = . . . , ψ22 = . . .

записывается в матричном виде для Ψ = (ψ,ψ1, ψ2)T :

Ψ1 = LΨ, Ψ2 = MΨ ⇒ L2M = M1L.



Дискретные индефинитные аффинные сферы

Система (BS) служит условием совместности для дискретного аналога
уравнений Гаусса (ψ : Z2 → R3):

ψ11 − ψ1 =
h1 − 1

h1(h− 1)
(ψ1 − ψ) +

λA

h− 1
(ψ12 − ψ1),

ψ12 + ψ = h(ψ1 + ψ2),

ψ22 − ψ2 =
h2 − 1

h2(h− 1)
(ψ2 − ψ) +

λ−1B

h− 1
(ψ12 − ψ2).

1) дискретная асимптотическая сеть. Любые пять соседних точек
компланарны (1-е и 3-е уравнения)

ψ, ψ1, ψ1, ψ2, ψ2.

2) дискретная аффинная лоренцевски гармоническая сеть. Дис-
кретные аффинные нормали, прикреплённые к центрам плакетов, про-
ходят через начало координат (2-е уравнение)

ψ12 − ψ1 − ψ2 + ψ = k(ψ12 + ψ1 + ψ2 + ψ).
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Спектральная задача для (dTz)

Теорема 1. (dTz) служит условием совместности для уравнений Гаусса,
определяющих следующую деформацию дискретных аффинных сфер:

ψ11 − µψ1 =
h1 − c

h1(h− c)
(ψ1 − µψ) +

c− µ
h− c

(ψ12 − νψ1),

ψ12 + ψ = h(ψ1 + ψ2),

ψ22 − νψ2 =
h2 − c

h2(h− c)
(ψ2 − νψ) +

c− ν
h− c

(ψ12 − µψ2)

где µ = c− (c+ 1)λ, ν = c− (c− 1)λ−1.

Свойство 2) сохраняется, 1) выполняется после преобразования

ψ̃(n1, n2) = µ−n1ν−n2ψ(n1, n2).

В терминах ψ̃, наоборот, портится свойство 2).



τ-функция

Непрерывный случай. Подстановка h = −2(log τ)xy переводит (Tz)

hhxy − hxhy = h3 − 1

в трилинейное уравнение

4 det

τyy τxyy τxxyy
τy τxy τxxy
τ τx τxx

 = τ3. (2)

Имеется пара более простых билинейных уравнений, совместных с (2):

3(τxyτxx − τxτxxy) = τyτxxx − ττxxxy,
3(τxyτyy − τyτxyy) = τxτyyy − ττxyyy. (3)

Они возникают из законов сохранения(hxx
h

)
y

= 3Dx(h),
(hyy
h

)
x

= 3Dy(h).



После подстановки можно один раз проинтегрировать:

hxx
h

= −6(log τ)xx + a(x),
hyy
h

= −6(log τ)yy + b(y).

Можно положить a = b = 0, так как в (2) τ -функция определена с
точностью до умножения на A(x) и B(y). Заменив h через τ получаем
(3).

Дискретизация (BS). Подстановка

h =
τ1τ2
ττ12

, A = a
τ21
ττ11

, B = b
τ22
ττ22

даёт трилинейное уравнение

det

τ22 τ122 τ1122
τ2 τ12 τ112
τ τ1 τ11

 = abτ312.

Билинейные уравнения неизвестны.



Дискретизация (dTz). Подстановка h =
τ1τ2
ττ12

даёт

c−1τ22τ12τ11 + ττ122τ112 + τ1τ2τ1122 = τ11τ2τ122 + τ1τ22τ112 + cττ12τ1122

или

det

τ22 τ122 τ1122
τ2 c−1τ12 τ112
τ τ1 τ11

 = (c− c−1)ττ12τ1122.

Обе версии в непрерывном пределе переходят в (2).

Дополнительные билинейные уравнения:

τ11τ12 − cτ1τ112 = cττ1112 − τ111τ2,
τ12τ22 − cτ2τ122 = cττ1222 − τ222τ1

выводятся из законов сохранения

u2
u

=
h

h11
, u :=

h11(c− h1)

h11h1h− c
;

v1
v

=
h

h22
, v :=

h22(c− h2)

h22h2h− c
.



После подстановки можно один раз проинтегрировать:

u = a(n1)
ττ111
τ11τ1

, v = b(n2)
ττ222
τ22τ2

,

Опять, можно положить a = b = 0, так как τ -функция определена с
точностью до умножения на A(n1) и B(n2). Заменяя h через τ полу-
чаем билинейные уравнения.

3-солитонное решение:

τ = q−n1n2(1+e1+e2+e2+A12e1e2+A13e1e3+A23e2e3+A12A13A23e1e2e3)

где
ei = αn1

i β
n2
i γi аналог exp(αx+ βy + γ)

q2

c
− c

q2
= 2
(
q − 1

q

)
асимптотика h(n1, n2)→ q

c(1 + αiβi) = q3(αi + βi) закон дисперсии
Aij = A(αi, αj ; c, q) = . . . фазовый сдвиг



Непрерывная высшая симметрия

Теорема 2. Уравнение (dTz)Q = 0 совместно с цепочкой (вдоль одного
из направлений решётки)

ht =
h(c− h)

h1hh1 − c

(
h(c− h1)(c− h1)(h11h1 − h1h11)

(h11h1h− c)(hh1h11 − c)
− h1 + h1

)
, (4)

то есть Dt(Q)|Q=0 = 0.

Проверка этого тождества использует 5 плакетов:

11
���

1
�

0 1 11 111

2 12



Разностный аналог уравнения Савады–Котеры

Исключение ψ2 и ψ12 приводит к разностной спектральной задаче 3-го
порядка

uψ111 + ψ11 = λ(ψ1 + uψ), u :=
h11(c− h1)

h11h1h− c
.

Естественно, аналогичное уравнение выполняется по второму направ-
лению. Но с этого момента мы о нём забудем, и сменим обозначения:

uψ3 + ψ2 = λ(ψ1 + uψ). (5)

Замена h 7→ u является преобразованием типа Миуры: h = φ/φ1, где
ψ = φ частное решение при λ = 1/c.

Так как цепочка (4) выдерживает замену h→ h−1, c→ c−1, то есть
два преобразования

M− : u =
h2(c− h1)

h2h1h− c
, M+ : û =

(c− h1)h

h2h1h− c
.



Уравнение (5) — немного необычная спектральная задача с оператором
L в виде отношения двух разностных операторов:

Lψ = λψ, L = (T + u)−1(uT + 1)T 2,

где T оператор сдвига по решётке

T k : ψ(n) 7→ ψ(n+ k) = ψk.

Изоспектральная деформация ищется как обычно: ψt = Aψ.

Теорема 3. Преобразования M± переводят цепочку (4) в цепочку

ut = u2(u2u1 − u−1u−2)− u(u1 − u−1), (dSK)

обладающую представлением Лакса Lt = [A,L] с оператором

A = (u−1T + 1− u−1u−2 + u−2T
−1)(T − T−1).



Напомним, что по отдельности оба потока

ut′ = u(u1 − u−1) и ut′′ = u2(u2u1 − u−1u−2)

очень хорошо известны: первый это цепочка Вольтерра [11, 12], второй
это модифицированная цепочка Богоявленского [13, 14, 15]. Непрерыв-
ный предел в обоих случаях уравнение КдФ Ut = Uxxx + 6UUx.

Но эти потоки принадлежат разным иерархиям, то есть ∂t′ и ∂t′′ не
коммутируют. Поэтому нет оснований ожидать, что линейная комбина-
ция (dSK) интегрируема. И всё же это так!
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Коммутирующие высшие потоки имеют вид (t = t1)

Lts = [π+(Ls), L],

где проекция π+ отвечает разложению g = g+ ⊕ g− алгебры Ли на
подалгебры Ли:

g =
{∑
j<∞

g(j)T j
}

g+ =
{
F (T − T−1)| F = F †

}
, g− =

{∑
j≤0

h(j)T j
}
.

Сохраняющиеся величины:
∑
nH

(k)
n ,

H(0) = log u, H(1) = u− u−1uu1, . . . H(s) = coef0(Ls).

Однако, гамильтонова структура пока не найдена.



Заключение: некоторые обобщения

ã Другие дискретизации (SK) связаны со спектральными задачами

uψm+l + ψl = λ(ψm + uψ),

где m, l > 0 положительные и взаимно простые. Например, при l = 1
возникают цепочки

ut = u2(um · · ·u1 − u−1 · · ·u−m)− u(um−1 · · ·u1 − u−1 · · ·u1−m).

ã Интересный пример связан с задачей

u−3ψ−3 + ψ−1 = λ(ψ1 + uψ3).

Ей отвечает цепочка

ut = u(w3 − w2 + w1 − w−1 + w−2 − w−3 − u2 + u−2), w := u1uu−1

аппроксимирующая уравнение Каупа

Uτ = Uxxxxx + 5UUxxx +
25

2
UxUxx + 5U2Ux.


